








Содержан1е: Объ элементарномъ объяснен1и явлен1я прилива и отлива. 
(Окончан1е). Д. Шора.—Очеркъ геометрической системы Лобачевскаго. (Про- 
должение). В. Кагана. — Задачи № № 511—516. — Р5шенйя задачъ (8-ей сер!и) 
№№ 390, 465, 480, 490, 491. — Отчеты о засБданаяхь ученыхъ обществъ: 
Математическое ОтдЪленля Новоросс1йскаго Общества Естествоиспытателей: 
ЗасБдан1е 4-го декабря 1898 года. — Объявленйя. 











ОБЪ ЭЛЕМЕНТАРНОМЪ ОБЪЯСНЕШШИ 
ЯВЛЕНШЯ 
- ПРИЛИВА и ОТЛИВА. 


(Окончанае *). 





Теперь перейдемъ къ третьей причинЪ; она по мнёншю Бернули 
состоить въ слфдующемъ: „Третья причина, которая еще можеть уд 
нить ось ВО (черт. 4), состоить въ томь, что велЗдетые самаг ы 
удлинен1я, которое произошло отъ двухъ предыдущихъ причинъ:_з6м- 
ное тяготВн!е, которое заставляеть тЪла падать къ центру земли, из- 
м$нилось. Можно смотрФть на эту тяжесть, какъ на равн ю кана- 
лахъ СС и ВС, или ОС, на равныхъ разстояяхъ от а, пока, 
земля предполагается сферическою, но какъ только эта)\сферичноеть 
нарушилась, естественно, что притяжеше уменьшилоев`ВЪ каналахъ СВ 
и СЛ и поэтому ось еще должна удлиниться“. Ми ‚кажется что вы- 
писка эта не сразу понятна и требуетъ н%которыхь’разъяенен!й, кото- 





*) См. № 274 ВЪетника. 
1) Стр. 137—138. 

















274 


° рыхь у Бернули н®тъ. Пусть АВСГ (см. черт. 5) — земная сфера, а 
_ абс форма, которую она приметъ подъ дфйстшемъ первыхъ двухъ при- 
чинъ; пусть, далфе, № и М частички, равно удаленныя отъ центра О, 
такъ что ГО =МО; въ такомъ 
случа, пока земля представляетъ 
собой сферу, на эти частицы 
дЪйствуеть притяжене одной и 
той же сферы [М!ии; если же 
земля приметъ фориу абса, то на, 
точку Г будеть дФйствовать т$ло 
ГВ, а на точку М—т%ло М5т5, 
которое конечно меньше тЪла 
ГВи '). Если же мы будемъ раз- 
сиатривать точки Г и В. на ко- 
торыя дЪйствуеть одно и то же 
тзло ГВ], то увидимъ, что, такъ 
какъ они не одинаково удалены 
отъ центра, то частичка въ Г. 
притягивается къ нему сильнфе, 
чфмъ частичка В. (Ибо ВО > БО). 
Вообще же, эта третья причина 
можеть быть здесь не принята 
во внимане, такъ кавъ она происходить не непосредственно отъ лун- 
наго и солнечнаго тягот®н!я. Поэтому удобнзе разсматривать ее въ 
томъ мЪетЪ, гдЪ опредфляется форма равнов%с1я, которую приметъ 
земля подъ дЪйстыемъ приливныхъ силъ. Но если мы отбросимъ эту 
третью причину, то окажется, что Бернули, въ объяснени причины 
прилива, пошелъ назадъ въ сравнени съ Ньютономъ: первая причина 
не иметь смысла, если принять вторую; вторая же безъ первой, ста- 
новится неполной. 
Теперь перейдемъ къ трактатамъь Маклорена и Эйлера ?); оба они 
излагаютъ интересующий насъ пунктъ во Ньютону, не внося въ него 
_— ничего существенно новаго. Странно только, что Эйлеръ, который въ 
спещальной стать излагаетъь причину приливовъ совершенно правиль- 
но, такъ же, какъ Ньютонъ, только нЪсколько болЪе растянуто, въ 
вышеназванномь популярномъ сочинени, въ „Письмахъ къ ‚ принцесс“ , 
дфлаетъ это приблизительно такъ какъ Кгйциие! (ем. стр. 2— —3) Это 
странно т$мъ болфе. что „Письма“ Эйлера отличаются во многихь от- 
ношен1яхъ большими достоинствами и въ нихъ встр$чаются собъяенешя 
болфе трудныя, ч8мъ правильное. объяснене приливовъ. р 


Теперь перейдемъ къ Лапласу, который внесъ ’ новаге въ 
теорю приливовъ. и посмотримъ. ‘какъ толкуеть онъ о\Возя никновен1е 
®) 




















') Доказательство этихъ двухъ теоремъ можно нал Ор въ „Курсв 
Физики“ О. Д. Хвольсона, Стр. 186—190 и 192, Т. 1. —. 

3) а) .Пе Сзиза РВуз1са Еихиз её ВеЙихиз Маг“. АШФ РО. Мас-Гапгю; Ъ) 
„Тадшао Рьуз1са ш Саизат Ешхиз её ВеЙихиз Мат”. АР. О. Ешег. 06$ стальи, 
какъ и вышеупомянутая статья Бернули, помфщевы въ Ш том$ „Началъ“. Стр. 241 
и 283. 


приливныхъ силъ и приливовъ. Мы находимъ такое элементарное объясне- 
не въ „Ехрозиоп 4и 515еште ди Мопае“ '). Сперва Лаплаеъ объяеня- 
етъ, что, вел5детве тягот$ня къ солнцу, тяжесть уменьшается въ точ- 
кахъ земной поверхности, гдЪ солнце въ зенит и надирЪ 2). Зат$мъ 
онъ говорить слБдующее: „Въ жидкой массЪ впечатлВн1я, получаемыя“ 
каждой частичкой, сообщаются цзлой масс3; поэтому-то дЪйстье солнца 
незамЪтное на отд льной частичкЪ. производитъ на океан$ замфчатель- 
ных явлен!я. Вообразимь на дн$ моря изогнутый каналъ, имфюпий на 
одной изъ своихъ оконечностей вертикальную трубу, поднимающуюся 
надъ поверхностью моря и продолжен!е которой проходить черезъ 
центръ солнца. Вода подымается въ упомянутой труб непосредствен- 
вымЪъ дВйстнемъ свБтила, уменьшающаго тяжесть ея частичекъ и, 
въ особенности, давленлель частичекъ, заключающиеся въ каналь, кото- 
рыя всъ дълають усиме для соединевя подъ солниемь. Возвышев1е воды 
въ трубЪ надъ естественнымь уроввемъ моря булетъ интеграломъ 
этихъ безконечно малыхъ усиллй. Если длина канала, увеличится, —этотъ 
интегралъь будетъ больше, потому что распространится на большее 
протяжене и, потому чго будетъ больше разности въ направлени и 
количеств» силъ, которыми побуждаются крайн!л частички. Изъ этого 
примЪра видно влляе обширности морей ва, явлен1е приливовъ и при- 
чина. почему приливъ и отливь нечувствительны въ небольшихь мо- 
ряхъ, какъ напр. Черное и Касшйское“. (Пер. М. Е.. Хотинскаго). 


МнЪ кажется, что вся эта цитата не ясна. Именно не объяснено, 
откуда произошло это усилёе, которое дюлеиоть частички для соедине- 
ная 700 солнцемь. (Га ргезмоп 4ез шо! 6сез тешегибез 4апз ]е са- 
12]е5,...’. ди! ‘ющёез 1006 ип еЙотё рог зе гбийи ам-Чеззои$ и 30]е1). 
Это непонятно потому, что не объясненъ споеобъ дЪйствя солнца на 
всф мЪста, кром$ тЪхъ, гдЪ оно въ зенитЪ и налир$. Эта неясность 
в5роятно была бы устранена, если бы Лапласъ на чертежБ показалъ 
дъй-тве и возникновен1е приливныхъ силъ; но, къ сожалЪн1ю, во всей 
его книгз нЪтъ ни одного чертежа. Во всякомъ случа это объяснене 
неполно и по нему трудно уяснить себЪ суть явления. 

Такъ же неясно объясневе © Н. Пагуип’а въ статьЪ его. посвя- 
щенной приливамъ и помфщенной въ Британской Эвциклопедли $). Въ 
этой стать заключается полное изложене теорли приливовъ и, можеть 
быть, поэтому интересующий насъ вопрось занимаетъ только нЪсколько 
строчекъ и истолкованъ крайне необстоятельно. Вонечно ось ав 
и у Лапласа, не можеть быть р$чи о неправильности, что видно, о>’На- 
прим ръ изъ слБдующей фразы: „Такимъ образомъ мы ви. 
приливныя силы стремвтея оттянуть воду кь лун, и отъ 
стить подъ прямымъ угломъ къ этому направленю“. В. 4 чина воз- 
никновен1я этихъ силъ изложена крайне туманно. . 


Въ руководствЪ астроном Ювга *) я бредни объ- 









у аб ие Тоше П.Рагав. 1836. Стр. 177 - 95 Рубек пер. Хотинскаго. 
Стр. 115—147 
О Надиръ —точка неба, д1аметрально противоположная зениту. 
„Ге Епс1@орае@ ВгИалиса”®. Упи е@оп. У]. ХХШ. ЕашЪого. 1888 
„Тез“. р. 354. 
4) „А 1ехё-БооК оЁ зепега! азгопоту“. Ву СВзШез А. Топпо. 1889. 












_ясвен1е возникновев1я приливвыхъ силъ. По примЗру Ньютона, Ювгъ. 
разсматриваеть приливы, какъ частный случай задачи о пертурбащяхъ 
(о трехъ тфлахъ), но отводитъ. приливамъ отдЪфльную статью, отчего. 
выигрываетъ, въ сравневи съ Ньютономъ, въ ясности. Но и въ этой 
книг объяснен!е не доведено до конца правильно. Въ то время, какъ. 
возникновен1е приливныхь силъ излагается здЪеь очень хорошо, самое 
объяснен1е прилива неудачно; такъ что его, пожалуй, можно было бы 
° отнести, къ одной категори съ объяснешемъ КташтеРя (см. стр. 255). 
_— Воть переводъ его: „Очень легко поставить въ затрудвеше студента, 
тЪмъ, что дЪйств!е луны составляеть яоднимающиую силу, какъ въ А, 
такъ и въ В (см. черт. 6). Ир1ятно думать о. землЪ, какъ о неподвиж- 
номъ тБлЬ и о лунЪ, тоже неподвижной, притягивающей воду на земл$ 
и въ этомъ случа, конечно, притяжев1е луны, такъ какъ оно умень- 
шило бы тяжесть въ А, увеличило бы вь В. Однако оба т%ла не ве- 
подвижны. Пусть онъ представить себф три частички А, ВиС (черт. 6} 
не связанныя между собой и, падающими ва 
В луну свободно; тогда очевидно, что онЪ разъеди- 
нились бы; А упала бы скорЪе, чЪмъ С, а С, 
ч$мъ В. Теперь вообразите, что он связаны 
эластическою нитью. Очевидно, что онф будуть. 
р Е до т$хъ поръ падать отд льно, пока натяжен!е 
нити не предупредить дальнЪйшаго отдзлен1я. 
Ея натяжене будетъ тогда измфрять подни- 
д мающую силу луны, которая стремится оття- 
нуть 0бЪ частицы А и В оть 0.“ ') Если мы 
даже предположимъ, что земля и луна непо- 
движны, то всетаки, если только земля и луна, 
булутъ притягиваться по закону Ньютона, если 
земная вода будетъ притягивалься къ центру 
м земли, то приливъ будетъ происходить съ 
ОЙ: обоихъ сторонъ земли (какъ въ А, такъ и 
въ В). НФть необходимости разсматривать 
землю, падающей на луну, такъ какъ приливь происходить не отъ 
того, что частицы въ А обгоняютъ центръ С, а, частицы въ В отста- 
ютъ оть него; а отъ того, что частицы въ О и Е стали тяжелфе, а 
частицы въ А и В— легче, и первыя вытфеняютъ послздня. ЁромЪ 
того элластическая нить очень неудачно представляетъ силу ин 
Если мы растянемъ такую нить, то сила: ея упругости увеличится, & 
отъ того, что мы поднимаемъ т$ло, оно не станетъ тажеле, У 


Наконецъ перейдем къ посл$дней изъ разбираемыхъ 5 о КВИРЪ, 
къ популярнымъ лекщямъ сэра Вилльяма Томсона ?). Бы  приливамь 
посвящена большая статья съ н$сколькими добавленя и. Объяснеше 
Томсона въ общемъ сходно съ объясненемъ Юнга; оу омсона нЪтЪ 
обстоятельнаго изложен1я возникновен!я приливных ь-биль, которое не- 
удобно было привести въ популярной лекши ВЪ`ЧАКОМЪ видЪ, какъ у 



















т) Стр. 982. 
1) „„Роршаг ресфигез ап А44геззез“ Ъу т \УИНают ТВошзоп. Уо]. Ш. Мал: 
зайопа] аЙашз. Гоп@оп. 1891. 
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Юнга. Кром того Томсонъ, какъ и Лаплаеъ, не объясняетъ. почему 
въ точкахъ ПО и Е (см. черт. 6) тяжесть должва увеличиться. Том- 
сонъ яснфе выражаеть ту мысль, что, если бы земля не падала, 
на луну, то не было бы приливовъ съ двухъ сторонъ земли, а 
вода собралась бы на сторонЪ, обращенной къ лунЪ. Эта мысль встр3- 
чается у него два раза и, конечно. здЪсь о неправильности и р$чи 
быть не можеть: „Если бы луна и земля, говорить онъ въ своей 
лекщи, удерживались бы вмфстЪ несгибаемой палкой, вода стре- 
милась бы притянуться къ сторонф ближайшей къ лун, — и подлня- 
лась бы до громадной высоты во много сотъ футовь“. ') ЗатЪмъ въ 
добавлени онъ говоритъ: „Первый невЪжда видитъ въ этомъ случаф, 
что луна притягиваетъ воду земли къ себф и собираеть ее вверхъ, а 
слЪдовательно на одну сторону земли, что не всегда невЪрно. Но на 
самомъ дЪлЪ это не такъ. А такъ было бы, если бы земля и луна 
были въ покоф и недопускались другь къ другу несжимаемой палкой 
или колоной. Если бы земля и луна были воткнуты въ два конца твер- 
дой палки и представлялись покоющимися, тогда притяжен!е луны 
стремилось бы нагнать воду земли къ части ея ближайшей къ лун“. ?) 
Но разница между словами Томсона и Юнга состоитъ въ слЗдующемъ: 
у Юнга прямо говорится о неподвижности земли и лувы, а у Томеона 
эта неподвижность происходитъ отъ того, что между землей и луной 
находится несжимаемое твердое т$ло. Если какое либо тфло удержи- 
вается отъ падешя на землю твердымь предметомъ, напр. лежить на 
стол, то оно давитъ на него. Если же оно удерживается отъ паден1я 
силою, дЪйствующей на ве его точки сразу, напр. центробЪжной 
или притяжевнтемъ другого тЪла, то никакого давлен!я быть не мо- 
жетъ. Не буду вдаваться въ дальнзйшее разъяснене этого. вопроса, 
замфчу только, что если „первый невЪжда“ заключитъ, что луна с0- 
беретъ воду на сторону земли, обращенную къ лунЪ, то заключить это 
вовсе не’ по той причинЪ, какъ Томсонъ, а просто всл$дстые своего 
нев жества. Поэтому я думаю, что колона 'Томеона только собъетъ 
читателя. 

Для объяснен!я прилива совершенно безразлично, падаетъ ли земля 
къ лун и солнцу или не оадаетъ. Можво говорить: во-первыхъ, что 
земля падаетъ на луну (или солнце) и что приливныя силн происхо- 
дать отъ стремлен1я частичекъ жидкости падать на луну съ различ- 
ными скоростями; во-вторых. можно говорить, что разстояне зе 
отъ луны не м$няется, и приливныя силы происходять отъ неравв го 
притяжен!я луны на различныя части земли; наконецъ, въ-третьихъ, 
можно сказать, какъ это дЪлаетъ наприм$ръ Даниль Бернуди) ), что 
земля удерживается на неизм$ненномъ разстояи от® луны (или 
солнца) центробфжными силами; тогда приливныя. о возникнутъ 
вел$детве того, что центробЪжныя силы для всЪхъ доче! ъ` земли рав- 
ны, а центростремительныя, т. е. силы тяготЪняскъЗлунЪ, не равны 
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1) Стр. 156. 
2) Стр. 194—195. 


3) Такъ поступаеть Бернули при изложели своей второй причины приливовъ и 
отливовъ (см. стр. 260). 
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между собой. Вс три эти манеры изложен!я одиваково правильны, 
и выборъ той или другой изъ нихъ зависитъ отъ доброй воли автора. 

Такимъ образомъ мы видимъ, что правильное и понятное объясне- 
н1е приливовъ затеряно и, не только составители популярныхь книгъ 
и учебниковъ пользуются неправильнымъ, но таковое находимъ мы и 
въ спешальныхъ книгахъ. Только Лапласъ, Томсонь и @. Пагмш не 
дзлаютъ ошибки при объяснен1и призов, но ихъ объяснен1я нельзя 
вазвать популярными. 


Поэтому я постараюсь дать здфесь правильное и понятное объ- 
яенен!е. Для лицъ, знающихъ математику въ объемБ курса классиче- 
ской гимнази, н$тъ ничего лучше объяснения Ньютона, приведеннаго 
мною выше, или в$раЗе повуляризаци его объяснен1я Ге Зепг’омъ и 
Засашег (см. стр. 558—259). Для книгъ же вродф Ньюкомба, Реклю, 
Клейна и т. п., гдЪ неудобно помфстить математическое построене съ 
разложешемъ силъ, и вообще для лицъ мало знакомыхъ съ математи- 
кой, я думаю, можно предложить сл$дующее: 


Пусть М (см. черт. 7)—лува; кругь АВСО. разр зъ земли плоскостью 
проходящею черезъь М и центръ земли С. И пусть земля со веЪхъ сто- 
ронъ покрыта глубокою водою. Если бы на всф точки 
земли луна дфиствовала съ одинаковой, по величин® 
и направлен!ю. силой, то земля приняла бы форму 
шара. На самомъ же дфа$ этого н%тъ. Согласно 
закону Ньютона, сила тяготЪн!я къ лунф въ точкЪ А 
больше, чфмъ въ С, а сила тягот$ня въ С больше, 
ч$мъ въ В. Твердое ядро ааБе притягиваетея 
къ М съ такою силой, какъ будто бы вея его масеа, 
находилась въ С, центр земли. Отъ этого происхо- 
дитъ то, что частицы воды въ А притягиваются къ 
лунф силою большей, чЪмъ твердое ядро, и частицы 
въ В притягиваются силою меньшей, чЪмъ ядро. 
Поэтому частицы въ А и В стремятся отстать оть. 
ядра, отд$литься отъ него. Но онз удерживаются 
на прежнемъ мЗет$ силою своей собственной тя- 
м жести, которая гораздо больше чфмъ сила, оттяги- 
вающая ихъ отъ ядра. При этомъ сила тяжести 
должна ослабЪть. Пояснимъ это такимъ прим$- 
ромъ: представьте себЪ, что на чашк$ в$совъ лежить гиря, скажёмъ, 
вВЪ 100 пудъ, которую мы не въ соетояни поднять силою „НаШихЪ 
мышце. Но когда мы будемъ тянуть ее вверхъ силою въ Е @удъ, мы 
не поднимемъ ее, а уменьшимъ вЪеъ. ДЪйствительно для уравновъше- 
н1я ея, въ то время какъ мы тянемъ, потребуется 100 пудъ, а 
только 99 Итакъ, въ точкахъ А и В тяжесть во ся, то ста- 
новитея легче. < 

А 


ДалЪе, пусть точки и Е отстоять отъ ва разстоян!и рав- 
номъ СМ, тогда силы ихъ тяготЪн!я къ лунф равны сил тяготВня 
твердаго ядра а$с4; но направлен1я этихъ силь не т же, что на- 
правлене салы дЪйствующей на это ядро. Поэтому тяжесть въ ри Е 
должна увеличиться. Представьте себЪ, что къ концамъ палки ММ 








Фиг. 1. 
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(см. черт. 8) привязаны веревки Ми и Мю, и мы тянемъ за эти веревки 


такъ, что прямыя Мж и №» при продолжен1и должны пересЪчься (какъ 


это показано на чертеж» 8). Тогда часть нашей силы пойдетъ на пе- 
ремфщене палки ММ въ направлени 
стрЪлки, другая же часть будетъ стре- 
миться сжать палку, еблизить точки 
М и №. Подобное же происходить на 
землЪ въ точкахъ Е иП (см. черт. 7), 
такъ кавъ силы дфйствующля на эти 
точки направлены такъ же, какъ и 
силы дфйствующия на концы Ми М 
нашей палки (черт. 8). Итакъ, въ 
точкахь Хи Е одна часть силы тяго- т п 

т$н1я къ лунф производить то же 

дЪйстве, что и сила дЪФйствующая на Фит. 8. 

твердое ядро’ а5еа, а другая стре- 

мится сблизить точки О) и Е, и, слЪдовательно, прибавляется въ 
земной тяжести, д$лаетъ тфла въ О) и Е тяжелЗе. 


Вь точкахъ промежуточныхъ ‘между А и У, БиВ, ВиЕ, ЕиА 
(см. черт. 7) дЪйстве луны отчасти подобно дЗйствю на точки А и В, 
отчасти дЪйств!ю на точки О и Е. Тамь гдЪ сильнЪе первое дВ%стве, 
тяжесть меньше обыкновенной; въ м$стахъ же, гдф сильнфе второе 
дЪйстне тяжесть больше обыкновенной. Такъ что, ч$мъ ближе частицы 
воды къ точкамъ А или В, Т6мъ меньше ихъ тяжесть: чЪмъ ближе 
он% къ Ри Е, тфмъ тяжесть ихъ больше. 

Велфдствые такого неравенства в3са воды въ А и В съ одной 
стороны, и въ Ри Е съ другой, получается то, что вода изъ м5етъ 
ДХиЕ выт$еняется слегка въ м$ста А и'!В; и это происходить до 
тВхь поръ пока меньшая тяжесть не нейтрализуется большей высотой, 
а значить и массой. Тогда земля приметъ овальную форму. 

Это объяснен1е н%еколько растянуто, но за то оно вполнз эле- 
ментарно и можеть быть понято безъь особыхъ знанй математики. 





м м. 





Резюмирую все вышесказанное: Явлене прилива и отлива давно 
бросилось въ глаза челов$ку, но до Ньютона веЪ` попытки объяе 
его были безилодны. Ньютонъ же показаль, что приливы и отливы 
являются необходимымъ слёдетв!емъ его теор!и тяготфн1я. Посл Бунего 
теор!я приливовъ развилась въ обширнфйшее учене, но олеме тарное 
объяенене основного пункта, данное Ньютономъ слишко У 00 лЪтъ 
назадъ, почти совершенно забылось. Поэтому желательно> во-первыхь 
воскресить забытую мыель, а во-вторыхъ НА ать ее еще бо- 
Ле элементарнымъ объяененемъ. 





< Хх. 
О 30: и. 
Одесса. 28 мая (9 1юна) 1899 г. 
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Очеркъ геометрической системы Лобачевскаго, 
З. Кагана. 


(Продолженше *). 
ХИ. Развит!е идей Лобачевекаго. 


` Въ настоящей заключительной глав мы не имфемъ намЪрен!я 
дать сколько нибудь цЪльвый очеркъ развит!я идей Лобачевекаго; это 
значило бы выйти далеко за предЗлы той задачи, которую мы имЪли 
вЪ виду, публикуя настоящую статью. Мы намфтимъ только нЪеколько 
основныхъ моментовъ, чтобы лать читателю яЪкоторое представлен!е 
о тЪхь изелЪдован1яхъ, которыя имфли цфлью дополнить учене Лоба- 
чевскаго и сообщить его разсужденямъ необходимую доказательность. 


Поэтому мы удФлимъ лишь очень мало мЗста Тоанну Болье. Отецъ 
этого геометра, Вольфгангъ Болье, профессоръ математики въ Маросъ- 
Васарели (Магоз У&затВе]76) въ 1832 г. опубликовалъь сочинене: 
„Тегтбашеп ауепбабешт зба1озат 1ш е@ешепба МалБезеоз ригае, 
е]еттепфат1з ас о Биа61010113, шебо4о 1абаШта, еу1епйдае ве 
ргорта, шёгодисеп а“. Въ этому сочинешю приложены три приложе- 
ня, изъ которыхъ одно принадлежить его сыну, капитану венгерской 


‚ арми, Гоанну Болье и заключаетъь изложен1е геометрической системы, 


по существу не отличающейся оть системы Лобачевскаго. ЗдЪсь нзтъЪ 
той обстоятельности, нзть той детальной разработки, какую мы нахо- 
димъ у Лобачевскаго; аналитическая сторона почти вовсе отсутствуетъ; 
и при всемъ томъ, все существенно. важное, что сдфлано Лобачев- 
скимъ,—мы находимъ и у Ролье. Въ 1854 г. В. Болье выпустилъ но- 
вое сочинеше, содержаше котораго достаточно ясно формулировано въ 
обширномъ заглави книги: „Кигиег Сгипаг1$ етез УегзисВез: Г Ге 
Агибтенк, дигсВ 2\ескт $51 сопзгин“е ВеотШе уоп еше Шавеп 
ира ипепабсЬ-Юетеп Стгбззеп сегепио%, апзсваайсВ ип4 1оэ1зсВ- 
згепо ЧаггазеПеп. П ш 4ег Сеотейле, Че Весоте 4ег сегадеп 
Гиме, 4ег ЕБепе, 4ез \УЛшке!$ аШоетеш, 4ег уликеЦозеп Когтеп, 
ира 4ег Кгиттеп, 4ег уегзсшедепеп Ацеп 4ег СЛесЬВее апа 491. 

пЬё паг эсБагЁ ха Безйпитей, зоп4его аись фг Зеш ип Вано 
2а Бе\уе1зеп: ипа Аа @е Егасе, ор 2\ме! уоп 4ег ачиеп сезс| 
Сета4еп, \мепп Че Зиатте 4ег шпегеп \У/Лшке| пр — 
зснпееп о4ег п1сБЁ? тметап@ аи 4ег Ег4е обпе ет т (уле 
ЕясПа 4аз ХПГ) ачазеПеп, Беап\оцеп \лга; @е м Вале 







Сеотенле аБхазопаеги; ипа ете аа Фе ]Ла Апбм ап4еге ал 


Чаз Меш з0 2а Бачеп, Чазз @е Еогтеш ег ее Г еш У/шЕ 
ацсВ ш 4ег егэ%еп ие заеп“. к У 
АЕ 


„Кратый очеркъ опыта: 1. Наглядно и строго’послдовательно из- 
ложить ариеметику, освободивъ ее съ помощью цфлесообразно построен- 


*) См. „Вфстникъ Оп. Физ.“ № 272. 
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ныхъ понятий оть мнимыхъ и безконечно-малыхъ  величинъ. П. Въ 
теометр!и не только строго опредЗлить понят!я прямой лини, плоско- 
сти, угла вообще, образовъ, не имфющихъ угловт, кривыхъ, различныхъ 
видовъ равенства и т. п., но даже доказать ихъ существоване въ про- 
странств$; и такъ какъ на вопросъ, пересзкаются ли дв прямыя, если 
при перес$чен1и ихъ третьей он образуютъ внутренне односторонне 
углы, сумма которыхъ не равна 24, никто на землЪ не отвЪтитъ, не 
` вводя новой акс1омы, (въ родЪ ХТ акс. Евклида), то выдЪлить незави- 
©ящую отъ этого геометр!ю и построить одну теометрю, основанную 
на положительномъ отвЪтЪ и другую, основанную на отрицательномъ 
отвЪтЪ; при томъ такъ, чтобы формулы послёдней, по одному манове- 
н1ю, становились бы пригодными и для первой.“ 


Замфчательно, что и основы абсолютной геометри въ этомъ сочи- 
нен1и имЪютъ большое сходство съ системой Лобачевскаго, изложенной 
въ „Новыхъ Началахъ.“ Такъ, напримЪръ, мы находимъ у Болье тЪ же 
системы концентрическихъ сферъ, перес$чешемъ которыхъ опред$- 
ляется плоскость. 


Однако, книги Болье, какъ и сочинев!я Лобачевскаго, долго оета- 
вались доступными лишь немногимъ отдфльнымъ лицамъ и только 
Гауссъ, бывший въ тфеной дружбЪ съ В Болье, ум$лъ оцзвить ихъ по 
достоинству. Это лишнй разъ доказываетъ, что причина медленнаго 
распространев1я этихъ идей кроется въ сущности вопроса, а не въ 
консерватизм той или другой группы ученыхъ. 


При всемъ томъ во второй половин текущаго столЗт!я эти идеи 
начинаютъ назрЪвать. Бельмйсвй геометръ де-Тилли, независимо отъ 
Лобачевскаго и Болье, приходить къ т$мъ-же воззр$н1ямъ— и, располагая 
уже готовой системой, узнаетъ, что въ ней нЪтъ ничего существенно 
новаго, что такая же сиетема уже опубликована на четверть вЪка 
раньше. Въ 1868 г овъ публикуеть, однако, мемуаръ, *) увЪнчанный 
бельЙской академей, въ которомъ излатаеть основан]я механики въ 
томъ видЪ, въ какомъ она должна существовать въ проетранствЪ Лобз-- 
зевскахо. Однако, и этотъь мемуаръ не сыгралъ серьезной роли въ 
истори вопроса. 

Все же 1868 годъ оказался знаменательнымь въ д%лЪ развитя 
идей Лобачевскаго. 

Итальянсвй геометръ А. Бельтрами много занимался вопросами 
картографическаго соотвтетвя и въ частности знаменитой а 
изображени шара на плоскости. Характеръ изображен!я › озженъ 
быть таковъ, чтобы геодезическимъ лив1ямъ поверхности с00тв мгСтво- 
вали прямыя на плоскости. Такое изображене оказывается” возмож- 
нымъ какъ для поверхностей, имВющихъ постоянную Вх ожительную 
кривизну, такъ и для поверхностей, имфющихъ поско ную отрица- 

7 У 
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*) Пе-ТШу. Еб4ез 4е тесватаие аЪзгане. мет” соцгопп6з @е ГРАсаа. 
Воузе 4е Веюу1аие. Т ХХ|. 1868. 

Н$которые вопросы, относящеся къ механик гиперболическаго пространства, 


оригинально и обстоятельно изслфдованы г. Гошкевичемъ. „Вфетникь Оп. Физ.“ 
№№ 











тельную кривизну. Это обстоятельство послужило для Бельтрами осно- 
ван1емъ къ детальному изучен1ю поверхностей постоянной отрицатель- 
_ной кривизны. 


Принимая за координаты точки на изображаемой поверхности де- 
картовы координаты той точки на плоскости, которая служитъ ея изо- 
браженшемъ,—овъ находитъ выражен1е элемента длины въ этой коорди- 
наши; послЪ  извФстныхъ преобразовавй оказывается возможнымъ 
отождествить это выражене съ дифференц!аломъ длины на плоскости 
Лобачевскаго. Рьзвите этой идеи приводилъ Бельтрами къ тому за- 
ключен!ю, что геометря этихъ поверхностей, названныхъ имъ псевдо- 
сферами, совпадаетъ съ планиметрей Лобачевскаго. 


Это значитъ:; геодезическая линш на ‘псевдосфер$, кахъ прямыя 
на плоскости, могутъ быть продолжены неопред$ленво, не возвращаясь 
вЪ точку исхода; черезъь каждыя двЪ точки на исевдосферв проходить 
только одна геодезическая лин!я; лалфе вся абсолютная часть евклидо- 
вой геометр1и примфняется къ геодезическимъ линямъ и окружностямъ 
на псевдоеферЪ; но черезъ каждую точку псевдосферы оказывается воз- 
можнымь провести на ней ц$лый пучекъ геодезическихъ лин, не 
встр$чающнхъ ланной геолезической лини. Дальнфйшая часть плани- 
метр1и Лобачевекаго естественво оправдывается на исевдосфер$, разъ 
-на ней справедливы т% положения, изъ которыхъ она формально разви- 


вается. 


Что касается самой формы псевдосферы, то каждая ея площадка 
имфетъ сФдлообразную. форму, (фиг. 1), какь и всБ вообще поверх- 
ности съ отрицательной кривизной (см. введев1е). Псевдосфера можетъ 





Фиг. 


1- 


безконечно простираться во всЪ- стороны. Мы 
говоримъ можеть, потому что поверхность 
эта не имфетъ какой нибудь строго опредЪлен- 
ной формы; форма псевдосферы можеть быть 
крайне разнообразной. Чтобы уяснить себ 
это, достаточно ипривять во внимаве, сколь 
разнообразную форму могутъ имфть поверхности 
постоянной нулевой кривизны: сюда принадле- 
жатъ цилиндры. конусы и всф вообще развер- 


тывающинся ва плоскость линейчатыя поверх ности. Тъмъ разнообразнъе 
должна быть форма поверхностей постоянной отрицательной кривизны, 
которая зависить еще оть одного перем$ннаго параметра, —отъ ..: 

кривизны поверхности. Установить здфсь какую нибудь классяфакя 1ю. 
тВмъ труднфе, что мы не располагаемъ общимъ уравнешемь `` ЭТИХЪ. 
поверхностей *). Но съ другой стороны, если мы знаемъ одну поверхность 
постоянной отрицательной кривизны (— #?), то всякая руган поверх- 
ность, имбющая ту же кривизну, можеть быть на ной развернута, какъ 

о) 


это было подробно объяснено во введенйи. 





Въ силу этого можно ограничиться изучешемь для важдаго зна- 
чев1я кривизны одной типичной поверхности. Бельтрами задается по- 


*) Изучеше геометри поверхности опирается на выражешяхъ Гауссовыхъ 
хоэффищентовь Е, Е, С элемента длины. 
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этому вопросомъ, не существуетъ ли ховерлностей вращенля, ииБющихь — 
постоянную отрицательную кривизну. Р»шене этого вопроса не пред-. 
ставляетъ затруднен!я. Существуетъ безчисленное множество кривыхъ, 
которыя, вращаясь вокругъ постоянной прямой (скажемъ—вокругъ оси 
абсциесъ), образуютъ поверхность, им$фюшую заданную отрицательную 
кривизну. НростЪйшая изъ этихъ кривыхъ выражается въ прямоуголь- 
ныхъ декартовыхъ координатахъ уравнен1емъ: 


Усозй (2 -Н ИА? — у?) = К. 


Она обладаеть тЪмъ свойствомъ, что часть касательной, 

заключенная между точкой касан!я и осью абсциссъ, имфетъ постоян- 
ную длину. Кривая эта изображена на фигурз (фиг. 2). Эта поверхность 
вращен!я имфеть для поверхностей постоянной отри- 
цательной кривизны то же звачен1е, что и сфера для 
поверхностей съ постоянной положительной криви- 
зной, хотя существенно отличается отъ послЪдней 
т$мъ обстоятельствомъ, что на ней всегда имФются 
ребра. Прибавимъ еще, что не на всЪхъ видахъ псевдо- 
сферы вполнь оправдывается геометр1я Лобачевекаго. 
Причина этого выясняется слздующимъ сравнешемъ. 
Мы указывали во введен, что евклидова геометрая 
вполньъ можетъ быть перенесена на параболичесвай 
цилиндръ; во круговой цилиндръ иметь уже значи- 
тельныя отступлев1я, вел детве того, что вЗкоторыя 
геодезическая лив!и (сЪчен!я плоскостями, перпендикулярными къ оси) 
замквуты. Точно такъ же существуютъ поверхности постоянной отрица- 
тельной кривизны, неопредЪленно простираюцщияся во 66% сторовы, 
къ которымъ виолнь примнима геометрая Лобачеьскаго. Но геометря 
псевдосферы вращев!я въ нфкоторыхъ пунктахъ уже отступаетъ отъ 
этой системы. 

Картографическя изслЗдоваз1я, на которыхъ покоятся всЪ эти 
результаты, опубликованы Бельтрами еще въ 1866 г. *) Самыя же эти 
идеи изложены въ знаменитомъ мемуар „Засс10 41 ибегргебажопе аеПа 
Сеошейча поп-ЕпсНаеа“, опубликованному въ 1868 1. въ Слотпае @1 
Мабпетайсве*“; поверхность же вращен!я, о которой мы говорили, и 
слЪдована въ мемуар$ „За зирегй ©е 41 гоё опе све зегуе 41 
ае зирегйаме рзепйоз{еейе“, опубликованномъ въ томъ же жура гы 
ВЪ 1872 г. У 


Эти изслЪдовавля Бельтрами произвели большую сене Чаеть 
геометрической системы Лобачевскато—его и себЪ 


Фиг. 2. 





е Е 


2(2”) 


истолкован!е въ извфстныхъ образахъ, —а для огромна большинетва 

это всегда играетъ самую важную роль; для вопроса же ' столь своеоб- 

разнаго какъ геометрическя ученшя Лобачевскаго`и”Болье, такая ин- 
<< 


х 





*) „Вазолопе 4е] ргоеша 4 г1рогбаге 1 рипы 41 чипа за`егйсе зорга ап 
рапо ш шой. све 1е Ппее хеодейсве уепсапо гарргезещафе 4а_ Шпее геце“. 
Аппа| 91 Ма%. Т. УП 18:6 
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терпретац1я имфла особенно важное, можно даже сказать, ръшающее 
значен!е. Люди, наиболЪе скептически относивииеся къ учен1ю Лоба- 
чевскаго. уже никакъ ве могли считать его „сплошной нелФпостью“; 
именно потому эти работы и` послужили толчкомь къ изучен Лоба- 
чевскаго; литература этого вопроса, состоявшая до 68-го года изъ 5—6 
сочинев1й, стала быстро рости и самыя идеи Лобачевекаго естественно 
получили вслЗдетве этого самое разнообразное освЪщене, широкое 
развите и распространен!е. 


‚ Какой же выводъ можно сд$лать изъ излфдоваюй Бельтрами по 
отношен!ю къ задач Лобачевекаго? Выводъ этотъ, въ корнЪ. быть мо- 
жетъ, еще не достаточно обоснованный, напрашивается съ перваго 
взгляда, самъ собой; онъ былъ высказанъ Гуэлемъ *) весьма скоро 
посл опубликовав1я мемуара Вега въ сл6дующемъ видЪ: изъ изелф- 
довав1й Бельтрами вытекаетъ. что евклидовъ постулать не можеть 
быть доказанъ при помощи одной планиметри. Впроземъ, обоснован!е 
этого утвержден1я требуетъ прежде всего слБдующей оговорки: мы 00- 
пускаемъ. что абсолютная часть геометр1и, (т. е. независящая оть по- 
стулата евклидова) сама по себЪ не заключаетъ внутренняго противо- 
р$ч1я; внЪ такого допущен1я не можеть быть р%$чи о доказательствЪ 
‚ постулата. Исходя поэтому изъ такого допущен1я, мы обозначимъ че: 
резъ Х, какъ въ предыдущей глав, абсолютную часть геометри, че- 
резъ у положеше Евклида также въ томъ видф, въ какомъ мы его 
формулировали въ предыдущей главф (стр. 208). Мы тамъ подробно 
разобрали, въ какомъ отношении положене у можетъ стоять къ си- 
стем$ Х; именно мы вид$ли, что а р!1о!! можно сдзлать слфдующя 
предтоложеня: 


а) Положеше у противор$читъ систем Х; 5) оно представляетъ 
собой логическое сл детые этой системы; ©) оно не зависитъ отъ пея. 
Мы желаемъ показать, что ни въ первомъ, ни во второмъ, ни въ треть- 
емъ случа положен1е это не можетъ быть доказано яри помоши: пло- 
сколо построенвя. 

Первое предположен!е (а) равносильно отрицан!ю евклидовой гео- 
метр!и; мы не станемъ обсуждать вопроса, возможно ли такое отрица- 
н!е; зам$тимъ только, что—если это предположене (а) допустить, то 
вопросъ о доказуемости постулата рфшается въ отрицательномъ смысл 
по существу дВла. Намъ нужно еще только показать, что и въ остаЯЬ: 
ныхъ случаяхъ доказательство не можеть быть проведено при помощи 
планиметрическихъ разсужден!й. Оставляя въ сторонЪ предположене (а), 
мы тфмь самымъ допускаемъ, что евклидова теометря не ЗакИочаеть 
внутренняго противорЪч1я; мы вынуждены будемъ поэтомуупризнать 
логически правильными выводы Бельтрами, опирающе евклидову 
теометр!ю. - ом 


Допустимъ теперь, что нЪкоторое радсужлеве) Освованное исклю- 





*) Ной@. , Хуе Зиг Рипрозз ие 4е 4втотихгег раг ипе сопубгис@оп р!апе 
1е ргшаре 4е 1а №6 ме 4ез раг.Пез ай Розиайив @’ЕпеНае“. 
„Сиотпа]е 4 Маетайсве“. Т. УШШ. 1870. 


у 
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чительно ‘на свойствахъь планиметрическихъ образовъ, привело бы къ 


_ доказательству евклидова постулата. Каждому образу плоской геометрия 


соотв тствуетъ образъ ва псевдосфер®, подходяний подъ то-же самое 
формальное опред$левше; каждому свойству образа планиметрическаго, 
въ предЪлахъ абсолютной части геометрии, соотвЪтствуетъ свойство об- 
раза псевдосферичеекаго. которое выражается буквально т$ми-же ело- 
вами. Мы видфли также во введен!и, что вс методы, которыми мы 
пользуемся при развит1и плоской геометри, приложимы на поверхно- 
стяхъ постоянной кривизны. Въ виду этого, планиметрическое доказа- 
тельство евклидова постулата могло бы быть повторено слово въ слово 
въ примфнен!и къ образамъ псевдосферическимъ; и здЪсь` оно. дока- 
зывало бы, что черезъ точку, расположенную на псевдосфер® вн дан- 
ной геодезической лини, можно провести только одну геодезическую 
лин!ю, не встр$чающую первой; но такое предложене прямо противо- 
р$чить выводамъ Бельтрами; и такъ какъ этихъ послфднихъ выводовъ 
мы отрицать не можемъ, не отрицая евклидовой системы, то источникъ 
противор$ч1я заключается въ допущен!и возможности планиметрическаго 
доказалельства постулата. Въ конц своего мемуара („Забо1о“) Бель- 
трами говорить, что онъ пытался дать истолковане и стереометри 
Лобачевскаго, —но это ему не удалось. Онъ высказываетъь также ув$- 
рене, что это и вообще невозможно сдЪлать, и приводитъ въ под- 
тверждение этого н$фкоторыя соображен1я, которыхъ, однако, нельзя счи- 
тать убъдительными. Итакъ, значен!е работъ Бельтрами сводится въ 
слЗлующему: онъ далъ реальное истолковане планиметр1и Лобачев- 
скаго и тЪмъ возбудилъ интересъ къ изучен!ю его сочинен!й; при до- 
пущен, что евклидова геометр!я не заключаетъ внутренняго противо- 
р$»ч1я, изслВдован1я Бельтрами приводятъ къ заключен!ю, что евклидовъ 
постулатъ не можеть быть доказанъ при помощи планиметрическаго 
построевя. *) 


Оставляя покамфсть въ еторонз н$которыя существенныя возра- 
женя, которыя здВсь могутъ быть сдфланы, зам$тимъ прежде всего, 
что изъ изслЗдовавн1й Бельтрами ни съ какой точки зр$н1я не вытека- 
етъ, что евклидовъ постулатъ не можетъ быть доказанъ при помощи раз- 
сужденй стереометрическихъ. 


Соображен!я, на которыхъ покоится предыдуш!й выводъ, сводит- 
ся, какъ мы видфли, къ слВдующему. Если допустить, что евклидова, 
геометр1я не заключаетъ внутренняго противорфчя, то можно ‚ обнару- 
жить существованте планиметрическихь. образовъ, къ которым им$- 
нима планиметр1я Лобачевекаго. Если-бъ такимъ а аь 
возможнымьъ обнаружить существоваве образовъ стер а. 
кЪ которымъ прилагается вся геометрая Лобачевскато, г -же сообра- 


р 
©е\ хх 

*) Въ виду элементарнаго характера настоящаго сочивёня, мы не могли вхо- 
дить въ оцфаку аналитизескихь изслфдоваий Бельтрами. Въуйвтересахъ точности мы 
позволимъ себф высказать уб%фждене, что математикъ встрфтить еще весьма серьез- 
ныя затрулнен!я, еслн онъ пожелаетъ со всей строгостью современныхъ методовъ об- 
наружить существован1!е такой поверхности съ постоянной отрицательной кривизной. 
которая формально обладаетъ безусловно всзми свойствами евклидовой плоскости, 
независящими отъ ХГ-го постулата. 
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женя можно было бы примфнить къ доказательству стереометрическому. 
Такое открыт!е не заставило себя долго ждать. 


АнглйсвШ математикъ Кели (Сау]еу) въ пятидесятыхъ годахъ 
опубликоваль рядъ мемуаровъ относительно двойныхь и тройныхъ 
формъ. Шестой мемуаръ *) посващенъ теометрической интерпретами 
теор1и, изложенной въ предыдущихъ его работахъ Одинъ изъ полу- 
ченныхъ имъ результатовъ оказался существенно важнымъ по отношен!ю 
_КЪ тому циклу вопросовъ, которые насъ занимаютъ. Кели показалъ, что 
метрическая геометр1я въ извБстномъ смыелЪ можетъ быть разематри- 
ваема, кавъ частный случай геометраи проэктивной. Сущность его’ до- 
казательства заключается вь слБдующемъ: онъ обнаружиль существо- 
вав1е безчисленнаго множества (53) проэктивныхъ сопряжен! съ тремя 
степенями свободы, которые ве оставляютъ безъ измненя н$которое 
коническое сфчеше. Эти сопряженн обладаютъ нивар!антами; которые 
по формальвымъ своимъ свойствамъ аналогичны разстоян!ю между 
двумя точками и углу между прямыми. Эти кратюя указаня мы сд%- 
лали лишь для того, чтобы не нарушать историческаго хода преем- 
ственности идей. Сущность дЪла будетъ ниже вполв$ выяснена. 


Илеей Кели воспользовалея Клейнь и въ цВломь рядЪ мемуаровъ 
развиль ихъ въ геометрическую систему, способную служить интерпре- 
ташей идей Лобачевскаго. **) Кели пока‹алъ зат мь. какъ въ частномъ 
случаЪ привести вс требуемыя вычиелен!я, указанныя Клейномъ. ***) 
При этомъ нужно одвако замЪтить, что Кели ве выхокилъ за предфлы 
планиметрическихъ образовъ и распроетранене его идей на образы 
стереометричесяе, хотя и не препетавляетъ никакихъ затруднен, но 
было указано только Клейномъ. Сущность этихь идей мы и имБемъ 
въ виду сейчасъ изложить. Они требуютъь н»которыхъ свздЪй изъ об- 
ласти проэктивной геометрти Мы укажемъ положен!я, которыя нужны 
для развития идей Кели—Клейна, но доказывать будемъ только основ- 
ныя положен1я, принадлежация именно излагаемой теори, а не иро- 
эктивной геометрли вообще. 

Положимъ, что точки пространства отнесены къ н$которой си- 
стем$ ортогональныхъ декартовыхъ координатъ и пусть х, 9, з будуть 
координаты н$которой произвольной точки М. Мы согласимся произво- 
дить различнаго рода сопражентя; это значитъ: мы будемъ устанавли- 
вать различныя правила, изъ которыхъ каждое опредзляетъь для ведбой 
точки пространетва нЪ которую другую точку, которую мы будем” 
зывать сопряженной съ первой или соотвфтетвующей первой, < Ва 
разъ, какъ такое правила будетъ установлено, мы будемъ говорит 'ь, что 
произведено сопряжезте. Всякое такое сопряжене зам няеть точки 





= > 
*#) А Самен „Ях шетошт ироп @царйсз: Риыл уавевь оЁ ще 
В. 5 ти 1859. о. 





**) К. Вет. „ОеБег @е з' сепапийе М№1сВ+- Еис Нас Ые`беотенче“. 
„Масвисвеп Чег Сбишеепег Сбезе5сва#“. 1871. _ 
Подъ тёмъ же заголовкомъ помфщены Клейномъ статьи въ „Ма ешайзсве Аппа- 
1е0“ за 1871, 1873 и 1874 г. Ве статьи посвящены развит!ю одной и той-же иден. 
***) Саеу. „Оп Ще Моп-ЕцеН4еап беотегу“. 
„Мафетаизеве Аппа]еп“. 1872. 
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нзкотораго геометрическаго образа (} точками, составляющими другой 
геомегричесвай образъ @,. Въ этомъ случаз говорятъ, что это сопря- 
жев!е преобразуетъ образь © въ образъ (4. Такое сопряжене, въ ко- 
торомъ между координатами 2, у, 2 произвольной, точки М.и коорди- 
натами х’, У, 5 соотвВтствующей ей точки существуеть соотношеве 











вида 
ыыы уаз @ 
е- и тв 
и ах Е зу -| сз + 4$ 1) 
кр -- и тз Ёп 
В азс Е зу - сзе -- аз 
Ас -Е Ат я 
гдЪ коэффищенты а: В ...А4т, п вуть опред$ленныя дЪйствитель- 
ныя числа, —называется проэктивнымъ сопряжентемъ. 
Каждой системой значенй коэффищентовь и, ...т опредФляется 


одно проэктивное сопряжен1е; совокупность вс хъ возможныхь поозктив- 
ныхъ сопряженй, соотвтствующихъ всЪмъ возможнымъ значенямъ 
коэффищентовъ а, ... п, составляеть полную систему проэктивныхь 
сопряжен. 

Уравнения (1) выражаютъ полную систему проэктивныхь сопря- 
жен, если коэффищенты и, 0... 9, п считать перемЗаными па- 
раметрами. 

Проэктивныя сопряажен1я обладаютъ слфдующими замфчательными 
свойствами : 


А) Если н$которое проэктиввое солражене сопрягаетъ точки М, 
М’, М". М".... сь точками: М, М", М". М",..., а н$которое _ 
другое проэктиввое сопряженте сопрягаетъ точки М;, М\, М", М"... 
съ точками М,, М, М",. М", ..., то существуетъ н%котор' е проэктив- 
ное же сопряжене, которое сопрягаеть точки М, М’, М", М".... съ 
точками М, М». М", М",... Иначе говоря, если н%которое про- 
эктивное сопряжене преобразовываеть образъ @ въ образъ 0, о, 
торое лругое проэктивное сопряжене преобразовываеть образъ © 
с‘лазъ 0,, то всегда существуетъь проэктивное сопряжене, ке 
ирообразовываетъ образъ @) въ 0.. 


Еще иначе: каждымъ двумъ проэктивнымъ ров 
етъ третье, которое производить т$-же преобразования, 3190 два дан- 
выхъ сопряжен1я при послдовательномъ производств$ | 


Всякая система сопряжен, обладающая указан Е свойствамъ, 


т. е. всякая такая система, въ которой послфдовательн производство 
й ` 

двухъ сопряжешй произволитъ т$-же преобразовня, что и производ - 

ство нфкотораго третьяго сопряженя той же системы. — называетея 


зруппой сопряжевй. Поэтому свойство (А) полной системы проэктиввыхъ 
сопряженя можетъ быть формулировано слЗдующимъ образомъ: с060- 
купность веъхь проэктивныхь сопряженй составляеть зруппу. 
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В) Если существуеть проэктивное сопряжене, которое сопрягаегъ 
точки М, М’, М"... сь точками М,, М’, М",..., то существуетъ 
и такое проэктивное соотвЪтетве, И сопрягаеть точки М,, М, 
М”....сь точками М, М’. М" . Два такихъ сопряжен1я назы- 
ваютея взаимнообратными. =) 

С) Всякое проэктивное вопряжене преобразовываетъ плоскость въ 
плоскость-же. Поэтому всякая прямая, которая можетъ быть разематри- 
ваема, какъ пересВчене двухъ плоскостей, преобразовывается въ лин!ю 
пересвчен1я сопряжеаныхъ съ ними плоскостей, т. е. вь прямую лин!ю. 


й 0) Ангармоническое отношеше четырехъь точекъ равно ангармо- 
›  Ническому отношеню четырехъ сопряжевныхъ точекъ. 


Е) Если н%которое проэктивное сопряжене сопрягаетъ точки М и 
— № с точками М,, № —то вс точки отрзка ММ сопрягаются съ точ- 
ками отр$зка М, М. 


Доказательства этихъ предложенй можно найги во всякомь курсз 
проэктивной геометрии. 
(Окончаше слъьдуеть). 


ЗАДАЧИ. 


ы № 571. Показать, что 


а) 8-ая степень цфлаго числа, можеть быть представлена. Въ виду 
17% или 17%—1; 


Ь) 9-ая стеаень пфлаго числа—въ видЪ 19% или 19% == 1; 


с) 11-я > хо д 93 иди 28-1; 
4) 20-ая > » » —» » 95% ИЛИ 25% т 
— е) 42-ая  › > ›» —» > 49% или 49% 1. 


Е. Грилофъевь (Казань). 


№ 572. По даннымъ сторонамъ треугольника АВС. вычислить 

_ Площадь До треугольника, образованнаго высотою, опущенною изъ, а 
° И внутренвими биссекторама угловъ Ви (С, — и площадь А“ - 
угольника, образованнаго тою же высотою и внёшними в 
угловъ В и С. 


Показать, что (® 


ИИ - у 
] рр АИ 4% о 


гд% Л,. Л’; А,. А’, имВють значене, и Ди А, 
М. Зиминь (Юрьевъ). 











. *) ни это предложете справедаиво лишь въ предположен!и, что опре- 
Г дфлитель > (@, 6, 6 п) отличенъ отъ нуля, что мы и будемъ впредь преднолагаль. 
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№ 573. На данномъ отр®зкВ можно построить шесть подобных 
между собой треугольниковъ, расположенныхъь съ одной стороны этого 
отр$зка. Показать, что 1) шесть вершинъ этихь треугольниковъ, про- 
тиволежащуя общей сторон, лежатъ на одной окружности; 2) вс по- 
лученныя такимъ образомъ для даннаго отрфзка окружности имЪютЪ 
общую радикальную ось. 

(Заимств.) Е. Е 
№ 574. РЬшить систему: 


(#2) («-- 23) —=а?, 
у 22) (у 2з) —5, 
(3-22) (ву) = 
Я. Тепляховъ (Кевъ). 
№ 575. По данной сумм двухъ сторонъ треугольника а | В =т, 


сторон с и площади 5 вычиелить безъ помощи тригонометр!и радусъ 
описанной около треугольника окружности. 


Н. Николаевь (Пенза). 


№ 576. Градуированный стеклянный цилиндръ наполняется при 
0° ртутью до дфлемя, обозначеннаго числомъ 1150. Какую тепературу 
долженъ имфть такой снарядъ, чтобы ртуть поднялась до дЪлен!я 1151? 


Коэффищенть абсолютнаго расширеня ртути = 0,00018. 
Коэффищенть кубическаго расширенля стекла, = 0,000026. 


М. Геубановскай. 


МАЛЕНЬКТЕ ВОПРОСЫ. 





1. Для пассажировъ пофзда, идущаго ео скоростью 9, капли 
дождя кажутся падающими подъ угломъ а къ горизонту; для пас- 
сажировъ встрфчнаго поЪзда, идущаго ео скоростью 6, капли 
дождя кажутся падающими подъ угломъ $. Каково ОЕ ‚на: 
правлен1е капель дождя въ частномъ случаф, когда =, и ВЪ 
общемъ случаф. 69” 

2. Пароходъ, идупий по морю со скоростью 9, 
въ часъ а волнъ, когда идеть въ одномъ направлении, ( 
когда идеть въ направлен!и прямо- противоположноми то можно 
опредлитъь относительно волнъ моря по этимъ данным ? 


3. Пароходъ проходить одно и то же разотс 
впередъ одинъ разъ по запруженной рЪкЪ, другой. разъ по теку- 
щей. Въ какой водф потребуется для этого больше времени, если 
скорость его остается тою же? 

4. Покупатель, покупая алмазъ, попросилъ продавца свфеить 
его, положивъ одинъ разъ на одну чашку вфеовъ, другой разъ — 
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на другую, и заплатилъ за алмазъ по разсчету, что в$еъ ‘алмаза 
равенъ полусумм$ полученныхъ вфсовъ. Въ случа неравноплеч- 
ности вЪЗсовъ, кому выгоднфе такая оцнка, чёмъ оцфнка на осно- 
ван!и истиннаго вфса, —продавцу или покупателю ? 


5. Если бы т$ла всЪхь людей, обитающихъ на земномъ шарЪ, 
сложить въ видЪ конуса, радтусъ основан!я котораго равенъ вы- 
сот$, то какой приблизительно высоты получилась бы горка? 
(принимая, напр., что на землЪ живетъ 1,500 милльоновъ людей и 
что средый вЪсъ человзка—60 килограммовъ). 


Сообщилъ Б. П. Вейнберг. 


РЬШЕНТЯ ЗАДАЧЪ, 


№ 390 (3 сер.). На юлоскости начерчена окружность и прямая Р, 
проходящая черезь центрь этой окружности. Не пользуясь циркулемъ, 
при помощи линейки опустить изь данной въ той же плоскости 
точки А перпендикулярь на прямую Р. 


Соединимъ точку А съ точками В и С пересвченя прямой Руеъ 
данной окружностью. Пусть прямыя АВи АС пересфкають окруж- 
ность соотвфтетвенно въ точкахъ Ри Е. Такъ какъ 


[ОрВ = [0ЕВ = -. 
то точка ЕЁ пересЪчен1я прямыхъ ВЕ и СШ есть ортоцентръ треуголь- 
ника СлФдовательно прямая АЕ есть искомый перпендикуляръ. 


Л. Кинзи (Гельсингфорсъ); С. Циклинскй (Панскъ); Лежебокь и Г. (Иваново- 
Вознесенскъ); А. Д. (Иваново-Вознесенскъ); И. Величко (Могилевъ); М. Зиминъ 
(Орелъ); Л. Маазаникь (Бердичевъ); П. Максимов (Курскъ); С. Адамовичь (Двинскъ). 


№ 465 №3 (3 сер.). Найти три цълыхь иоложительныхь числа, 
зная, что сумма ить равна 10, а сумма иль двойныхь произведения 
равна 31. 


Пусть х, у, з — искомыя числа. Изъ условй задачи имЗемъ: 4 
ау’ = @Ф-Ру-- я — 2 (ву аз уе) =10* —2.31 = 88” 


Разлагая 38 путемъ испытанй на сумму трехъ квадратов, по- 


№2 


лучимъ два разложения: т. 
38 = 12 + 16? = 22+ 3 57. \ <> 
Лишь второе разложен!е даетъ 5 


оз -5 = 10, а ааа, 









Поэтому искомыя числа суть 
2 =2, у = 3, 0: 


А. Варениовь (Ростовъ на Дону); И. Поповсмй (Умань). 


291 


№ 430 (3 сер.). Изь уравненя 


р =а.п 
ры Зах 
У 4? — а? 





р: = 2пУ 27? — У 4 — а? 





миг 4тт 4т" У 252 — —х У4?-—а? 


озу +» и, У? 


исключить а, п, г м. показать, что 


2Рр 
2—р,. т. Ё 
ф! —=Р РЕ т 


Разсмотримъ случай (см. рзшене зад. № 473 въ № 272), когда 
21 >а>0. 


Отложивъ въ окружности О рад1уса г хорду АВ =а, обозначимъ 
центральный уголь АОВ черезъ 4х. Вычиесливъ хорду, противолежа- 
щую углу 2х, для чего прим$нимъь къ хордЪ а ту формулу, которая 
служить для удвоен1я числа сторонъ правильнаго многоугольника, полу- 
чимъ выражен!е 





У? — + У4? —в?. 


Помноживъ каждую изъ хордъ 





а, Ур, — + И — 2 


на отношен1я, равныя соотвфтственно частному отъдВлен1я радлуса х 
на разстояне хорды отъ центра, — для чего можно воспользоваться 
формулой, служащей для перехода отъ сторовы правильнаго вписан- 
наго многоугольника къ сторон одноименнаго описаннаго, — найдемъ 
выражен!я 

5 авг: 9 Узи? — г Уи? та. 


У 4 — а?’ уол у 
7" г 4т? — а? 
р хх 


Съ другой стороны, вычисляя четыре вышеупомянутыхъ Я 
тригонометрическимъ путемъ, найдемъ 





а == 251 2%, 


_— — 2741 9х, 


ув 


У + —+ Уд — а = 279 #, 








Уаз — о 
УЕ — 27 4апрх. 
Уи "У 42 — а? 
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Поэтому данная система уравненй равносильна сл$дующей: 
р =2т зш 2х 
Р= тп {ап 2х 
1 = 47 Ш х 
Р' = 47 апех. 


Исключая изъ любыхъ трехъ изъ этихъ уравнен!й х, пи х, полу- 
чимъ четыре соотношен!я между величинами р, Р, 71, Р' — но одному 
для каждыхъ трехъ изъ этихъ величинъ. Эти четыре соотношен!я сво- 
дятея къ двумъ независимымъ, наприм$ръ, къ даннымъ въ текст за- 
дачи. Чтобы получить ихъ въ общемъ случа, преобразуемъ Р’, умно- 
живъ числителя и знаменателя дроби 





4 И 21-2 — у Уд Ш— а? 

Узи? + У41? — а? 

на Е. 
ра 23 — + У4а — аа; 
тогда найдемъ: : 
: 4п (2? — +4? — а?) 





Ри 
а 
Пользуясь этимъ выраженемъ для Р’, увидимъ, что равенство 
2 — Р'. р 


провфряется непосредственной подстановкой. 
Точно также найдемъ: 


2Р.р _ 4па : 
Р-р Ут 


Умноживъ числителя и знаменателя второй части на 





2" — У47? — ай, 
получимъ : 








2Рр _ 4п (27? —х 4 — а?) _ 
Р-р а 

Я. Полушжинъ (Знаменка); Л. Мозазаникъ (Бердичевъ}; Н. С. и 
севичь (Курскъ). < С 





№ 490 (3 сер.). Мефаны треуюльника составля ть $ вает 
ческую профессзю; при какихь условяхь этоть треуольникь будеть 
прямоуюльныме, косоуюльнымь и тупоуюльнымь? 


‘Пусть меданы къ сторонамъ треугольника д.) Ь, с суть соотвЁт- 


ственно 
х, «у. «39, 


у = 0 (1) 





гд% 
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Изъ р»шен!я общеизвёстной задачи — построить треуюльникъ 
по тремъ мефанамь — вытекаеть необходимое и достаточное для воз- 
можности задачи услове, заключающееся въ томъ, что изъ меданъ 
треугольника въ свою очередь можно образовать треугольникъ. Въ дан- 
номъ случаз необходимо и достаточно предположить, что 

я 


ИзвЪетная формула, связывающая три стороны и одну изъ ме- 
дланъ, даетъ уравнения: 


— а* -- 25? -{ 262 = 45 
24? — 5? -{- 26* =4 (#2 у) 
2а? -- 252 — с =4 (5 + 24). 
Изъ этихъ уравнен!й находимъ: 


аа 
2 


а 





2 
ра — 22° — (вру -- 2-2) 
2 Е 
а 2 
а 20-2 (е у)’ — (2-2). 
2 
Эти формулы указываютъ (см. 1) на то, что а —- наибольшая сто- 
рова или, въ случаЪ, когда у==0 одна изъ трехъ равныхъ сторонъ 
треугольника; слЗдовательно, противъ нея лежитъ наибольший уголъ 
или одинъ изъ трехъ равныхъ угловъ треугольника. Поэтому треуголь- 
никъ будетъ прямоугольнымъ, тупоугольнымъ и косоугольнымъ, смотря 
по тому, будетъ-ли выражен!е; 
Ь2 —- 62 — а? 
равно нулю, меньше или больше. нудя. 
Но вышеуказанное выражен1е приводится (см. 2) къ виду 


(2) 


с 


1 | д 
-5 [5 — (#-Р у)’ —(@- у) = > (32° — 629 — 5у?). ду 


Разлагая выражене ХУ 






322 — бжу — 5у? 


а 
на множителей, найдемъ: < = 
— © 
о 2 2__ 1 = 8 ть ) 
32’ —бху—5у=3 4—9 Е #9 
А 52 
У 


При 
д>у=0 


послзднй изъ множителей сохраняетъ положительное значеше. 
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Поэтому все выражене будетъ равно нулю, меньше или больше 
нуля, смотря. по знаку разности 


:-(И) 


Итакъ, если хуи 


-—.(+ИТ) 


треугольникъ будетъ прямоугольный. 
Если >уи 


«(1 +И 3). 


треугольникъ тупоугольный; если же х>уи 


(и?) 


то треугольникъ косоугольный . 


(. Адамовичь (Двинскъ); Я. Полушжинь (с. Знаменка); Н. С. (Одесса); немол- 
ное рёшене даль А. Варенцовь (Ростовъ на Дону). 


№ 491 (3 сер.). Платиновый ширъ, взвъщшенный въ ртути, те- 
ряетъ 50 зраммовъ своею втса при 0° и 49,5415 зраммовь при 60°. 
Опредълить коэффиищенть кубическоло расширенёя и зная, что 


коэффиценть абсолютналю расширения ртути равенъ 5250 2 50°“ ея илот- 


ность при 0% — 13,6. 
Пусть У куб. цм. — объемь платиноваго шара при 0°. Тогда 
взеъ выт$ененной шаромъ при 0% ртути въ граммахъ есть 





У. 136 ==50] (1) 
Пусть 2 — коэффищенть кубическаго расширеня платины. Тогда 
объемъ шара при 60° есть к 
У(1+ 602), А 
& плотность ртути при 60° < 
1 185 
о = В... С (а У 
13.6. пред = 1856. ат о 
5550 5 
Поэтому 
а 49,541} < 
В к. 
Для это уравнене на уравнене (1), и 
1 41 
85 во = ы 


187. 
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откуда 
д = 0,000026 


съ точностью до 0,0000005. 
Не мЪшаеть замЪтить, что данное 13,6 является совершенно 
ЛИиШНИМЪ. 
С. Адамовичь (Двинскъ); А. Варенцовь (Ростовъ на Дону); И. Поповскй Умань) 


ОТЧЕТЫ 0 ЗАСВДАНЯХЪ УЧЕНЫХЪ ОБЩЕСТВЪ. 
Математическое дудёлене Новоросейекаго Общества Встествонспьателей 


4-ю декабря 1898 зода. 


ПредсВдалель В. А. Циммерманз. Присутствовали члены Общества: 
А. С. Васильевь, Б. Ф. Вериоо, И. М. Занчевемй, В. 0. Каган, Г. П. Еаченов- 
скй, В. В. Мая, 0. Н. Милятицкш, В. В. Преображенский, И. В. Слешинстй, 
П. Я. Точидловекй и С. 0. Шатуновекй. 

Предметы занятий: 

1. Прочитанъ и утвержденъ протоколъ предыдуптаго засВданая. 

П. Выслушано сообтцен1е члена Общества Г. П. Каченовскато: „О рЪ- 
шен!и уравнен!й 3-й и 4-й степени“. *) 

Ш. Членъ Общества Николай Дмитревичь Пильчиковъ демонстриро- 
валъ построенный имъ разрядный электрометръ. Приборъ предназначен 
для классныхъ демонстрашй. См. Приложен!е къ этому протоколу. 

ТУ. Выслушано сообщен!е Николая Дмитр1евича Пильчикова: „По по- 
воду теоремы о давленйи въ д1электрикЪ“. Продолжеве и обсужденле этого 
сообщен1я назначено на слфдующее засВдан!е. 

У. Влапим!ръ Александровичъь Гернеть изложилъ и демонстрировалт, 
„способъ окрашиван1я безъ помощи пигментовъ“. Способъ состоитъ въ по- 
крыт!и окрашиваемаго т$ла прозрачной пленкой весьма малой толщины. 


УТ. Андрей Александровичъ Калинкевичъ демонстрировалъ и объяснилъ 
устройство хромоскопа Туез’а. 


Разрядной электрометръ. 


Въ средней, да и въ высшей школ многе основные вопросы элект те 
статики (дроблен1е электрическато заряда на части пропорнюнальныя эае 
троемкостямъ кондукторовъ, разложен1е нейтральнаго электричества фав- 
вые, \но противоположные по знаку заряды и проч.) излагаются со собыкно- 
венно безъ демонстралии, вслБдств!е част!ю хлопотности, ‘част!ю` о ‹бйбжности 
опытной провБрки излагаемаго при соблюденйи основного услов Зикольнаго 
преподаван1я— простоты и наглядности. \5— 


Предлагаемый электрометръ, построенный препарато м физической 
лаборатор!я Университета г. Захаровымъ, даеть возможно ть просто и на- 
глядно демонстрировать наопытВ справедливость основных теоремъ электро- 
статики, а также и нЪкоторыхъ важныхъ законовъ _вяоктрическихь теченай, 
напр. закона Ома, дающатго зависимость между силою тока, сопротивлен1емт, 
цфпи и электровозбудительною (электродвижущею) силою. 









*) См. № 271 „Вёстникъ Оп. Физикий, 
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Электрометръ состоитъ изъ металлической коробки со стеклянными 
окнами, внутрь которой опускается сквозь верхнюю эбонитовую крышку 
м$дная узкая пластинка съ приклеенной къ ней своимъ верхнимъ концомъ 
полосочкой листового золота. Сквозь боковую стнку металлической коробки 
электрометра въ эбонитовой втулкБ можеть горизонтально двигаться метал- 
лическлй стерженекъ, на внутреннюю часть котораго над$тъ кусочекъ угля. 
Вдвигая ‘этотъ стерженекъ боле или менфе можно приближать его на боль- 
шее или меньшее разстоян1е отъ золотого листочка электрометра и т$мъ въ 
весьма широкихъ предБлахъ измЪнять чувствительность электрометра. 


Пользован1е приборомъ весьма просто. 


Положимъ, требуется показать дроблен1е заряда между двумя равными 
шарами. Соединяемъ съ разряднымъ электрометромь цилиндръ Фарадея по- 
мошью тонкой ниточки. Внесемъ въ цилиндръ Фарадея заряженный шаръ. 
Положимъ, что при взятомъ разстоян1и уголька оть золотого листочка про- 
изошло 20 между ними прикосновений. Выймемъ шаръ изъ цилиндра, на- 
блюдаемъ опять 20 прикосновен!й. Коснувшись однимъ шаромъ о другой 
незаряженный того-же д1аметра внесемъ порознь каждый изъ нихъ въ ци- 
линдръ Фарадея. Найдемъ что оба они будуть вызывать лишь десять при- 
косновен!й. Если же введемъ оба шара въ цилиндръ одновременно, то по- 
лучиться вновь 20 прикосновений *). 


Такъ же просто и наглядно демонстрируется законъ Ома. 


Возьмемъ большую лейденскую банку, соединимь ея внутреннюю об- 
кладку съ хорошо изолированнымъ крючкомъ, положимъ съ помощью четы- 
рехъ нитокъ. Пом5стимъ въ н5которомъ отдален1и разрядной электрометръ, 
на головкЪ котораго прикр$пимъ тонкую длинную проволочку оканчиваю- 
птуюся крючкомъ, который можно было бы набрасывать на одну или н$Ъ- 
сколько нитокъ, натянутыхъ между лейденской банкой и крючкомъ. 


Зарядивъ лейденскую банку положимъ 10 искрами опред$ленной длины 
при помощи какой-либо электрической машины набросимъ крючекъ прово- 
локи разряднаго электрометра на одну проволоку. Ноложимъ что по метро 
ному получится одно соприкосновене въ 1 сек. Набросимъ крючекъ на 2—4 
витки, число соприкосновен!й будеть 2—4 въ 1 сек. Если-же отодвинемъ 
крючекъ отъ лейденской банки вдвое—втрое дальше. число прикосновен!й 
уменьшится вдвое, втрое. Если при тБхъ же условяхъ зарядимъ банку не 
10 а положимъ 30 той-же длины искрами, то числа прикосновен1й возрастутъ 
втрое. (Надо до начала опыта вполнВ устранить остаточный зарядъ лей- 
денской банки). 


При устройств разряднаго электрометра весьма существенно брать 
именно золотой листочекъ и уголекъ. Друге листочки (аллюмин!евый, се 
ребрянный и проч.) даже и при соприкосновен1и съ утглемъ могуть не от 
ходить назадъ (волБдств!е прилипаня). Безъ уголька дЪйств1е электрометра” 
также было бы не надежно. 

Н. Д. Пильчиковв. 





*) При подобныхъ опытахъ изолящ1я должна быть превосходна. Давно оба 
оставять употреблене стеклянныхъ палочекъ какъ ручекь къ шарамъ, дискам ря 
Надо брать или шелковыя нитки (не крашенныя, ‘не сученныя) или перафиновия 
(свфжйя не покрытыя еще пылью) палочки, которыя легко отливаются въ (бумажныхъ 
трубочкахъ (снимаемыхъ по застыван!и парафина) и тогда ен опыты 
удаются и при переполненной зудитор!и и во всякую погоду. _ 
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